Tema 5.2. Derivadas Il

Derivadas II (Teoremas importantes)

Introduccion

En el presente capitulo se pone de manifiesto la potencia de la derivada como herra-
mienta para obtener informacion acerca de una funcién,

Empezaremos viendo los teoremas de Rolle y del valor medio y presentaremos algunas
de sus importantes consecuencias y aplicaciones. Entre éstas veremos la regla de L'Hopital,
que permite resolver muchas indeterminaciones en el calculo de limites.

El teorema de Taylor aborda el problema de la aproximacion local de una funcién f,
proporcionando un polinomio de grado n cuyo valor y el de sus n primeras derivadas en
un punto a coinciden con los valores correspondientes de f.

1. Teoremas del valor medio

Empezaremos esta seccion dando la definicion de extremo local y la condicion necesaria
de extremo en términos de derivadas, ya que esta idea es bésica en los teoremas que siguen;
si bien el estudio de la determinacion de extremos se completara en el proximo capitulo.

1.1. Definicién. Extremo local

Sea f: A —+ IR y sea zp € A. Se dice que
a) 7o es un minimo local o relativo de f si existe un entorno de g, (2o — £,2¢ + €), de

modo que
flzo) < f(z) Vze(zo—gzat+e)NA

b) zy es un maximo local o relativo de f si existe un entorno de zg, (zg — €,%p + ¢}, de
modo que

fl(zo) 2 f(z) Yz €(zo—~e,zo4+€)NA

1.2, Teorema.

Sea f: (a,b) — R y ¢ € (a,d). Si f tiene un méximo (minimo) relativo en zy y f
es derivable en z¢ entonces f'(zy) = 0.
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1.5. Interpretacién geométrica

i A = (a,/(a) y B = (8, (1) entonces m = LA=10)

cuerda AB. El teorema del valor medio nos asegura que hay un punto zoentreay benel
que la tangente a la curva y = f(z) es paralela a la cuerda AB.
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Fig. 8.7

1.6. Corolario.

Si la funcién f estd definida en un intervalo I y f(z) = 0 para todo z € I entonces f
es constante en I.

NOTA: Si dos funciones definidas en un intervalo tienen la misma derivada, se diferencian
en una constante,

1.7. Teorema del valor medio generalizado de Cauchy

Si f,g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, ), existe un z, € (a,b) tal
que
f'(z0)(9(b) = 9(a)) = 9'(z0) (£() - f(a))
Si ademas g(a) # g(b) la igualdad anterior puede escribirse de la forma

f'(zs) _ f(b)~ f(a)
¢(z0) ~ 9(b)—9(a)

2. Consecuencias de los teoremas

2.1. Teorema.

Sea f continua en-a tal que existe f'(z) para todo punto z de algiin entorno perforado
de a y existe lini f'(z), entonces existe f'(a) y f'(a) = }i_tﬂf'(z).
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2.2. Teorema de Darboux
Sea f una funcién derivable en un conjunto que contiene al intervalo [a, b].
Si f'(a) < ¢ < f'(b) entonces existe £ € (a,b) tal que f'(£) =c.

2.3. Teorema.

Si f:(a,b) — IR es una funcién derivable con derivada acotada en (a,b) entonces f
es uniformemente continua en (a, b).

NoTa: El teorema también es cierto para intervalos de longitud infinita.

2.4, Regla de L'Hopital
Sean f,g derivables en un entorno (tal vez perforado) de un punto a € R. Si

}i_rg f(z) = lxm g(:r:) = () y existe hm 'E“; , entonces también existe 31_13: i(( ; veri-
ficandose
o 1@ _ o £
| e g(z)  #s gz
NoTas:

1) El enunciado del teorema también es vilido cuando
lim f(z) =00y Jimo(z) = o0

Asi mismo, se puede formular de manera analoga si a es +00 6 —00.
]
2) Si en la expresion lim fiz)

z=a ¢'(z)
E se puede volver a aplicar la regla de L’Hépital (siempre y cuando se cumplan las

bxpotesxs de aplicabilidad).

’
0

oo

se vuelve a presentar una indeterminacién del tipo

3. Aproximacién de funciones mediante polinomios.
Teorema de Taylor

Los polinomios son funciones de facil manejo, que son muy apropiados para los calculos
numéricos, Muchas funciones (no todas) se pueden aproximar por polinomios, v esto
facilita la evaluacion de funciones como la logaritmica, la exponencial, etc.

En este caso nos interesa encontrar un polinomio que coincida con la funcién f y
alguna de sus derivadas en un punto dado.
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3.1. Teorema.

Sea f una funcién con derivadas hasta de orden n en un punto a. Entonces existe un
polinomio P(z), y sélo uno, de grado menor o igual que n, que satisface

P(a)= f(a), P'(a)=f"a), ... P™(a)=f"(a)
y viene dado por

(+) P(z)=) ~—m-(z-a)

con el convenio f* = f,

3.2. Definicién. Polinomio de Taylor

Al polinomio (#) se le llama polinomio de Taylor. Con mas precision, se dice que es
el polinomio de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a, y se escribe Ty(f,a)(z).

NoOTA: Si no ha lugar a confusion, escribiremos Tn(z) en lugar de Ty(f,a)(z).

3.3. Teorema.

Sea f una funcién n veces derivable en el punto a y sea T,(f, a) su correspondiente
polinomio de Taylor. Entonces

i 1) =Tl )a) _
:—~a (2 —a)*
3.4. Definicion. Resto

Si f es una funcién para la cual existe polinomio de Taylor de orden n en el punto a,
Ta(f,a), se define el resto de orden n de f en a por

Ra(f,0)(x) = f(z) - Tu(f,a)(z)
NoOTA: Por el teorema anterior, R,( f,a) es un infinitésimo de orden superior a (z — a)".
3.5. Teorema. Férmula de Taylor con resto
Si las funciones f, f', f", ..., f™*! estdn definidas sobre [a,2] existe t € (a,z) tal
que el resto de Taylor de orden n de f en a viene dado por

!("'H( )(z _a)n+l

Ru(f,0)(e) = oy

Esta expresion se conoce como forma de Lagrange del resto, y con ella se puede escribir
la férmula de Taylor del siguiente modo

f(n+‘( )(:t )n+l

o) = @)+ £(ae -0+ £ - et 4ot B gy ey
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COMENTARIO: Existen otras expresiones para el resto, por ejemplo la forma de Cauchy es

£y

Rulf)e) = Gy

=z~ {)(z-a)"

OBSERVACIONES:

1) El polinomio de Taylor T(f,a) es el polinomio de grado menor o igual que n que
mejor aproxima a f en un entorno de a, pero es preciso sefialar el caracter local de
esta aproximacion. El error f(z)—Ta(f,a)(z) es precisamente el resto; con frecuencia
haciendo n suficientemente grande se puede conseguir que éste sea tan pequenio como
se quiera, pero a veces esto no es asi, como se vera en el problema 19.

2) Se denomina formula de McLaurin de f a la formula de Taylor desarrollada en el
punto a = 0, es decir:

POy L0 L

Sl v

f(z) = f(0) + f'(0)e + 5~

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Analizar si es posible aplicar el teorema de Rolle a las funciones siguientes en los intervalos
dados:

a) f(z)=|z| en[-1,1].

b) g(z)=z enl1,2].

c) h(z)=2* = (a+b)z + ba en[a,b].
-z siz<0

)k(’)'{ 2 siz>0
SOLUCION: .
a) La funcién f es continua en [—1,1), es derivable en (~1,1) - {0} y f(-1) = f(1) = 1.

Pero no se puede aplicar el teorema de Rolle ya que no se cumple la hipdtesis de
derivabilidad (f no es derivable en 0 € (~1,1)).

De hecho, no se cumple la conclusién del teorema, ya que

en [-1,1].

1 siz>0
-1 siz<0

i ={

y la derivada no se anula en ningin punto.

b) La funcién g es continua en [1,2] y derivable en (1,2). No se cumple que g(1) = g(2).
De hecho, no se puede aplicar el teorema de Rolle en ningtin subintervalo de [1,2] ya
que g es inyectiva en este intervalo y no existen a y b distintos tales que g{a) = g(b).
Es més, no existe ningiin punto z € (1,2) donde se anule ¢’ porque g'(z) siempre vale
1.
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¢) h es una funcién polinémica y como tal es continua y derivable en todo R y en
particular en el intervalo dado. Ademés

h(a)=a* = (a+b)a+ab=0
h(b) =b* - (a+b)b+ab=0
Luego por el tcorema de Rolle existe ¢ € (a,b) tal que A'(c) = 0.

En este caso se puede determinar el valor de ¢: dado que h'(z) = 2z — (a + b), debe
a+b -
seryc= —2—-
d) k es continua en [-1,1] y k(=1) = k(1) = 1.
Estudiamos ahora la derivabilidad de k, que es clara en (~1,1) = {0}. En el punto 0

se tiene f(h _ 10 22
0) :
a.—.o+ h o T
o SW=FO) _ o -k
h—0- h h—0- h

como 0 # =1, k no es derivable en 0, y por tanto no se puede aplicar el teorema de
Rolle.

6. Localizar en intervalos disjuntos de longitud 1 las raices del polinomio
P(z) = 4z* - 202* 4 312% -4
SOLUCION:

Observemos que, por el teorema de Rolle, entre cada dos raices de P debe haber una
raiz de P'. En efecto, si a, b son raices de P, como P es continua y derivable en todo IR y
P(a= P(b) existe ¢ € (a,b) tal que P'(c) =

En este caso, P'(z) = 162* — 602? + 62z y su tinica raiz real es z = 0. Asi, en (0,00)
no hay ninguna raiz de P', por lo tanto a lo sumo hay una raiz de P. Por la misma razon,
en (—00,0) hay a lo sumo una raiz de P.

Por otra parte,

P(0)=-4, P(1)=11, P(-1)=51

Como consecuencia, usando el teorema de Bolzano se puede afirmar que P tiene una raiz
¢ en (=1,0) y otra c; en (0,1). Ademds, estas dos son las uinicas raices de P.

7. Sea f :[0,00) — IR dada por
3-2z?

si0<z<1
fa)=1 1
; sz>1
Estudiar si existe c € [0,2] tal que
9= 1010 _~1
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SOLUCION:

Veamos si es posible aplicar el teorema del valor medio a f en el intervalo [0,2]: f es
continua en [0,2] — {1} y derivable en (0,2) - {1} de modo trivial. Veamos qué ocurre en

el puntoz =1 i
:l-“ull+ flz)= zllnll’r z <
: . 3-2
lim f(z)= lim =1=f(1)
z=—1" r—1~ 2
luego f es continua en 1 y en consecuencia continua en [0, 2].
Estudiamos ahora la derivabilidad:
1
ol
c JERERY. o THRE T -h .
o h G _ah-$+h(1+h)_ !
.) " 3—(1+h)? { "
T T e s ARG
. e TR h .l RS

Luego f es derivable en 1 y se cumplen todas las hipotesis del teorema del valor medio,
por lo que existe ¢ € [0,2] tal que f'(¢) = :2—1

Intentamos encontrar c:

-z 8l0<z<l1
fla)=({~1 siz=1
—  giz>1

Lm:go:;ic=lesf'(c)=_—1

5 2.Elpuntocnoesﬁnicoyaquesic:ﬁ)ltambién
verifica f'(c) = :21

15. Caleular, usando la regla de L'Hépital, los siguientes limites

. €' —cosazr . T 1 I
a)mef”—cosﬂx (B#0) b)llgll[z—l_lo?] C)PP-})I
3 TR Y e -
) 1iml-1-2<>oe; z‘ 3W/cos 2z ) cos z log(z — a)
=0 sen* r

= logler — e%)

SOLUCION:

PR M M. R S MG [ lear la regla de
a e:-oc"-oosﬁz s a 0 podemos emplear
L'Hépital

lim e** —cosar - ae™ + asenar o«
1—0 ¢f% — cosfz =0 fePt + fsenfz ~ B
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b) Operando dentro del corchete y aplicando después L'Hopital:

z—l-m =1 (z-1)logz

lim[ z 1 . zlogz-z41
=]

1
. logz+1-1 lim ¥ 1

.. =1 i E . Rl B
’llog:c+z —11 32+ 2
T T T

Podemos observar que se ha aplicado dos veces la regla de L'Hopital.
¢) Hacemos este limite usando la continuidad de la funcién logaritmo

. logz
H z 4 z 2 hm ——
b % o eloglx_x_%z . ezh_xglogz 3 e:hﬂzlogz _ o 1z
=0
Aplicando L'Hépital en el exponente se obtiene
1/z Lo g
limz® = e ~1/2" —ez=0 2z = ¢ =1
z=0
d) Empezamos aplicando L'Hépital:
—6cos’ zsenz _3—aen2z
. 142cos®z—3vcos2z Vcos 2z
lim = lim
240 sent r £—0 4sen® z cosz
Simplificamos antes de volver a aplicar L'Hépital y obtenemos
-3 Bt Jsen2z
. 1+2cofz—3Voosdr . e T s
lim = lim =
20 sent z 20 2sen? z sen 2z
dcosz + : dsenz + S—SEIL
i v/cos 2z o Bt Veos 2z - cos 2z -
<o 2sen? r 20 4senzcosz

: 3 3 3 3
_th-% (4cosz * 2cos2z\/cos2z) i +§

e) Si aplicamos directa y reiteradamente la regla de L'Hopital obtenemos

1 CoS T
o coszlog(z — a) s =R n—&] P g—a _
r—a log(e’—e") T—a e*
el _eﬂ
-ooszlog(z-—a)-—senx —senz(z — a) —cosz
— lim T—a (z —a)?
T r—a e*(e* — e*) — e¥e*
(c: _ec)z

Matematicas I. Ingenieria en Sistemas Industriales
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vemos como cada vez se nos complica mas el limite. Tendremos que reconsiderar la
situacién: vamos a sacar el “coseno” de la fraceién y a derivar en lo que queda

. coszlog(z —a) _ ks log(z — a) "
z—a log(e* —e®)  z=a  log(e* —e®)

1
log(z — &
=coealimM=cosalim -4 -
I—a log(c‘ = c") z—+a €
et_e‘
2 __ .8 P

=cosalim-i-=cosalim—e——=oosa
z—a e*(z — a) z—a e*(z — a) + €* :

16. Dada la funcién f(z) = \/z + 1 se pide
a) El polinomio de Taylor de cuarto grado de f en z = 0.
b) Calcular un valor aproximado de V102 utilizando un polinomio de segundo grado y
dando una estimacion del error cometido.

SOLUCION:

a) fz) =vz+i=(z+1Y*  f(0) =1
f'(z) = %(z +1)-1/2 £1(0) = %
(=) = —%(z + l)"/2 f"(O) - _% = _2_12_
fm(z) = g(z + l)—5/2 fl"(o) s _g " %
f4(z) = —gi'-sé(z +1)~7/ F4(0) = _%
Luego

AL =Ry %z N 4?2’:2 * 23?3233 - ;:i!"

sapn b Reg oy o By
=lbgr-gr ti* "in

b) El valor aproximado pedido serd

V102 =v1+002~1+ %0'02 - %o’oz‘-’ = 1'00995

donde el error cometido, evaluado por el método de Lagrange, seria

para un cierto valor de t, 0 <t < 0'02.
Una cota del error podria ser
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02
|Error| <— 0'02% = %— =5.10"7

17. Obtener el polinomio de Taylor de grado 3 en un entorno del punto a = 1 de la funcién

(z) = 2r +1
" T2z 41)
SOLUCION:

Para hallar las derivadas sucesivas, descomponemos en fracciones simples
2241 1, 1
z(z+1) z z+1

: L. 3 .

Amf(x)-;+z+1 1) = 5=z
1 1 1 5

/ P — MMN=-1——=—=

fel=—5 Trlp f) 2% =71

" 2 2 " 2 __2

" _2 '3 2 3_ " — _..2_2—_2

S 2 (z+1) S ad 24 8

Entonces
T(f1)e) =5 - 3le=1)+ (e =1 - 5 3 (2 =1

18. Obtener el polinomio de Taylor de orden dos de la funcién f(z) = —;i en el punto
Ip= 1. ;
SOLUCION:
Evidentemente la funcién es dos veces derivable en z;, ademds f(1) = 0. Calculamos
las primeras derivadas de f en el punto z,.
flz) = ——zl"ﬁ de donde f'(1) = 1.
f'(z) = 2"": =% de donde f*(1) = 3.
En consecuencia el polinomio de Taylor de orden 2 de f en z; es

Tys)= (2 ~1) - (2~ 1

19. Hallar el polinomio de Taylor de orden 4 en el punto zy = () de la funcién f, dada por

T ;
f={S" e

siz=10
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SOLUCION:

Observemos que f tiene derivadas de cualquier orden en todo punto de IR —{0} ya
que es composicion de las funciones €* y -;13 infinitamente derivables en su dominio. En
z = () se tiene:

£1(0) = lim f(h) - £(0) - e/

o WA _
h—0 h h=0 h —E%ellh’-o

pues /4" s un infinito de mayor orden en el cero que % Siz#0es f'(z) = -% e1/e,
T

La segunda derivada en el 0 es
vith o i TR = L) - 28
TH=E— %

y repitiendo el proceso se tiene
=0 f40)=0

Asi el polinomio de Taylor de orden 4 de f en el cero es idénticamente nulo. Es decir en
este caso el resto coincide exactamente con el valor de la funcién.

COMENTARIO: Esta funcion es infinitamente derivable en z = 0 y f*(0) = 0 ¥n, por lo
tanto el polinomio de Taylor de cualquier orden es nulo y no permite una buena aproxi-
macion de la funcion.

20. Calcular, usando desarrollos de Taylor, los siguientes limites:

tg? z — arcsen z?

a) lim
e v’l+x2—msz-glug(1—z]

. 1-V1+z%coszt

:—0 z(tgz —senhz)

SOLUCION:

a) Para calcular el limite vamos a obtener los polinomios de Taylor de orden5enz =0
de las funciones numerador y denominador. Estos polinomios se pueden hacer, bien
calculando las cinco primeras derivadas de cada una de las dos funciones, o bien
directamente usando el comando de DERIVE correspondiente

1

TAY LOR(tg® z — arcsenz’,2,0,5) = %

4
Es decir el polinomio de Taylor de orden cinco del numerador es %
En cuanto al denominador se tiene
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5

3 2
TAYLOR(\/1+2* — cosz — glog(l-:c),z,o, R 172 5z

z(
#tT/TIZ T

En consecuencia:

4

z
tg’z—amcxsesnnf2 = lim ——— §+Rsz
:—om_mz_glog(l—z) zﬂo%-{»%%‘%-&%"f'%{*'&

donde Rs y R} denotan los respectivos restos de Taylor, que como se sabe son in-
finitésimos de orden superior al de z5. Por lo tanto

km tg? z — arcsen z?

=0
=0 AT+ 2 —cosz - %log(l -z)

b) Razonando como en el apartado anterior

. 1=y1+2tcosz* = TAYLOR(1-v1+z%cosz® z,0,5)+ Rs

:=0 z(tgz —senhz) -0 TAYLOR(z(tgz —senhz),z,0,5) + R,
4
x
~—+Rs
=lim —2—— = -3
z=0 Z

iR '
gt

23. Usar el polinomio de Taylor de orden 3 de sent para aproximar el drea de un segmento
circular de angulo t.

Fig. 8.8

SOLUCION:

Sea A = area(segmento circular) = drea (sector circular) — drea (tridngulo)

’ . tr?
Area del sector circular: —.

Area del tridngulo: se trata de un tridngulo isdsceles cuyos lados iguales miden r y
forman un éngulo t. Luego

Matematicas I. Ingenieria en Sistemas Industriales pdg. 13



Tema 5.2. Derivadas Il

t t
2rsen — - reos -

2gent
drea (tridngulo) = 22 2.0 szen
De donde . ! :
tr résent r
A=-§-———2——E(t—sent)

-
Usando que en un entorno de 0 sent se puede aproximar por f — e se tiene

3

i{—sent &~ —
6

y asi

»
| %

o
An—

2

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Estudiar si se puede aplicar el teorema de Rolle a las funciones siguientes en los intervalos

indicados.
2 siz<0

a) f(z)= {x, gy @ [-1,1).
z+3 siz<(

¢) h(z)=2*~-z en [0,1] 6en [-1,0]
d) k(z) =1— €*0T en [0,7].

En caso afirmativo, encontrar un punto en el que la derivada se anule. Si la respuesta es
negativa, justifiquese.

2. Demostrar que para cualquier valor de k € IR la ecuacion z* — 3z + k = 0 no puede tener
dos raices en el intervalo (0,1).

6. Demostrar que la ecuacion 3~* = z tiene una dnica solucién. ; Cudl es la parte entera de
la misma?

8. Dados a,b € IR con a < b, determinar los puntos que verifican el teorema del valor medio
de Lagrange en el intervalo [a,b] para las funciones

) f(z) ==* b)glz) =
10. Sea f(z) =

(Existe ¢ € (=2,1) tal que )’(_1)__;:_)1:__2_2 = f'(e)? Justificar la
respuesta.

|
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| Tema 5.2. Derivadas Il

16. Hallar, usando L'Hépital, los siguientes limites

20.

22,

. tgnz —nig _afen

a):hg%x sen g b)P-onsena: — sennz C)P"ll—‘ﬂ‘bg’
o sen-},- _ log(cos azx )

d) }lﬂ o e) }_‘{‘;[("’ — 2arctgz) logs] F) £ log( cos bz)

a) Obtener el polinomio de Taylor-de orden 3 de f(z) = sen z en un entorno de % y usarlo

para aproximar sen % dando una cota del error cometido.

b) Realizar la estimacién de sen1 usando el polinomio de Taylor de orden 5 en el punto
z = 0, acotando el error cometido.

Obtener por la formula de Taylor de la funcién f(x) = ¥z el polinomio de segundo grado
que mejor aproxima a la funcidn en un entorno del punto = = 1.

23. Obtener €l polinomio de McLaurin de grado 3 para la funcién f(z) = arcsenz.
24. Expresar el polinomio z° + 2% — 2* + 2% — 32® + 2z + 5 como potencias de (z — 1)
26. Caleular usando desarrollos de Taylor lim e L

=0 seny — :.I‘.'

28. Sea f(z) = 2% — 2% + 2% Obtener f(1'005) usando los 3 primeros términos del

desarrollo de Taylor de f(x) en potencias de z — 1.
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